
Operatory na kratach Banacha

Lista 3 (wªasno±ci moduªu i porz¡dkowa zupeªno±¢)

Zad 1. Pokaza¢, »e w kracie wektorowej X dla dowolnych x, y, z, u, v ∈ X oraz λ ∈ R:

(1) x+ y = x ∨ y + x ∧ y

(2) x = x+ − x− oraz |x| = x+ + x−, przy czym x+, x− dodatnie i rozª¡czne

(3) je±li x = u− v gdzie u, v dodatnie i rozª¡czne, to u = x+ oraz v = x−

(4) λ ≥ 0 =⇒ (λx) ∨ (λy) = λ(x ∨ y) oraz (λx) ∧ (λy) = λ(x ∧ y)

(5) |x| = 0 ⇐⇒ x = 0, |λx| = |λ||x| oraz |x+ y| ≤ |x|+ |y|

(6) |x− y| = x ∨ y − x ∧ y

(7) |x− y| = |x ∨ z − z ∨ y|+ |x ∧ z − z ∧ y|

(8) |x ∨ y − u ∨ v| ≤ |x− u|+ |y − v| oraz |x ∧ y − u ∧ v| ≤ |x− u|+ |y − v|

(9) x ∨ y = 1
2
(x+ y + |x+ y|) oraz x ∧ y = 1

2
(x+ y − |x+ y|)

(10) |x| ∨ |y| = 1
2
(|x+ y|+ |x− y|)

(11) |x| ∧ |y| = 1
2

∣∣|x+ y| − |x− y|
∣∣ i w szczególno±ci x⊥y ⇐⇒ |x+ y| = |x− y|

(12) x⊥y ⇐⇒ |x| ∨ |y| = |x|+ |y|

(13) x ≤ y ⇐⇒ x+ ≤ y+ and y− ≤ x−

(14) 0 ≤ x, y =⇒ [0, x] + [0, y] = [0, x+ y]

(15) x ≤ y oraz u ≤ v =⇒ [x, y] + [u, v] = [x+ u, y + v]

(16) x, y, z ≥ 0 =⇒ (x+ y) ∧ z ≤ x ∧ z + y ∧ z

(17) x⊥y =⇒ (x+ y)± = x± + y± oraz |x+ y| = |x|+ |y|
Zad 2. Pokaza¢, »e sto»ek X+ w przestrzeni wektorowej X zadaje na niej struktur¦ kraty wektorow¡
wtedy i tylko wtedy, gdy X = X+ −X+ oraz dla wszystkich x, y ∈ X+ istnieje x ∨ y.
Zad 3. Pokaza¢, »e na przestrzeni Rn z porz¡dkiem leksykogra�cznym nie istnieje norma kratowa.

Zad 4. Pokaza¢, »e ka»da niezerowa uporz¡dkowana liniowo archimedesowa krata wektorowa jest jed-
nowymiarowa, tzn. izomor�czna z R.

Zad 5. Pokaza¢, »e krata Banacha C[0, 1] funkcji ci¡gªych, ze standardow¡ struktur¡, nie jest przeli-
czalnie porz¡dkowo zupeªna (istniej¡ ci¡gi porz¡dkowo ograniczone nie posiadaj¡ce inf lub sup)

Zad 6. Pokaza¢, »e przestrze« C1[0, 1] funkcji ró»niczkowalnych w sposób ci¡gªy wraz z porz¡dkiem

x ≤ y ⇐⇒ x(0) ≤ y(0) oraz x′(t) ≤ y′(t) dla t ∈ [0, 1]

oraz norm¡ ‖x‖ = |x(0)|+maxt∈[0,1] |x′(t)| jest krat¡ Banacha. Czy jest przestrze« porz¡dkowo zupeªna?

Zad 7. Pokaza¢, »e kraty Banacha `p, dla p ∈ [1,∞], oraz c0 s¡ porz¡dkowo zupeªne.

Zad 8. Pokaza¢, »e krata Banacha Lpµ(Ω), dla p ∈ [1,∞] jest przeliczalnie porz¡dkowo zupeªna.

Zad 9. Pokaza¢, »e przestzrze« M(Ω,Σ) miar znakowych na ustalonej przestrzeni mierzalnej (Ω,Σ)
wraz z dziaªaniami okre±lonymi punktowo, tzn. (µ+ ν)(A) := µ(A) + ν(A), (λµ)(A) := λµ(A) oraz

µ ≤ ν ⇐⇒ µ(A) ≤ ν(A) dla ka»dego A ∈ Σ.

jest krat¡ wektorow¡. Zinterpretowa¢ rozkªad µ = µ+ − µ− oraz miar¦ |µ|. Pokaza¢, »e M(Ω,Σ) jest
krat¡ Banacha z norm¡ ‖µ‖ = |µ|(Ω). Czy ta krata jest porz¡dkowo zupeªna?


