Operatory na kratach Banacha
Lista 3 (wtasnosci modutu i porzadkowa zupelnosc)

Zad 1. Pokazac, ze w kracie wektorowej X dla dowolnych z,y, z,u,v € X oraz A € R:
(1) x4y=xzVy+zxAy

&

—z_ oraz |z| = x4 +x_, przy czym z,, x_ dodatnie i rozlaczne
3) jesli x = u — v gdzie u, v dodatnie i roztaczne, to u = x4 oraz v = x_

HA>0= (A\x)V(Ay) = Az Vy) oraz (Az) A (\y) = Az Ay)
2] =0 <=2 =0, M| = [A||z| oraz [z +y| < ||+ |y]
z—yl=zVy—rAyY
lz—yl=lxVz—2zVy|l+|lzAz—2zAY|

8) [xrVy—uVo|<|r—u|+|y—v| oraz |z Ay—uAv|<|r—u|l+|y—0
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9) aVy=3@@+y+lr+y|) oraz zAy=3(z+y—|z+y|
10) ||V |y| = 3(|z +y| + |v — y])
11) |z| Ayl = 2“x +y| — |z — yH i w szczegdlnosci Ly < |z + y| = |z — y|
12) w1y <= [z V]y| = || + |y]
13) s<y<=uz, <y,andy <zx_
14) 0 <z,y = [0,2] +[0,y] = [0,z + ¥]
15) x <yoraz u <v = [z,y] + [u,v] = [x + u,y + V]
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(16) z,y,2>0 = (z+y)ANz<zAz+yAz

(17) zly = (x + y)+ = x4+ + y+ oraz |z + y| = |z| + |y

Zad 2. Pokaza¢, ze stozek X, w przestrzeni wektorowej X zadaje na niej strukture kraty wektorowa
wtedy i tylko wtedy, gdy X = X, — X, oraz dla wszystkich x,y € X istnieje x V y.

Zad 3. Pokazac, ze na przestrzeni R” z porzadkiem leksykograficznym nie istnieje norma kratowa.

Zad 4. Pokazac, ze kazda niezerowa uporzadkowana liniowo archimedesowa krata wektorowa jest jed-
nowymiarowa, tzn. izomorficzna z R.

Zad 5. Pokazaé, ze krata Banacha C]0, 1] funkcji ciaglych, ze standardowa struktura, nie jest przeli-
czalnie porzadkowo zupelna (istnieja ciagi porzadkowo ograniczone nie posiadajace inf lub sup)

Zad 6. Pokazac, ze przestrzen C1[0,1] funkcji rézniczkowalnych w sposob ciagly wraz z porzadkiem
r <y <= z(0) <y(0) oraz z'(t) <y'(t) dlate]0,1]

oraz normg ||z|| = |z(0)|+maxcp ] [2(t)] jest krata Banacha. Czy jest przestrzen porzadkowo zupeltna?

Zad 7. Pokaza¢, ze kraty Banacha (P, dla p € [1, 00|, oraz ¢q sa porzadkowo zupelne.

Zad 8. Pokazac, ze krata Banacha L7 (€2), dla p € [1, oq] jest przeliczalnie porzadkowo zupetna.

Zad 9. Pokaza¢, ze przestzrzenn M(2,¥) miar znakowych na ustalonej przestrzeni mierzalnej (€2, )
wraz z dzialaniami okreslonymi punktowo, tzn. (u+ v)(A) := u(A) + v(A), (An)(A) == Au(A) oraz

pw<v < pu(A) <v(A) dla kazdego A € X.

jest krata wektorows. Zinterpretowaé rozktad p = py — p_ oraz miare |u|. Pokazaé, ze M(, X)) jest
krata Banacha z norma ||u|| = |p|(2). Czy ta krata jest porzadkowo zupelna?



